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Un corrigé

Partie I

. Les solutions de (F) sont exactement I’ensemble des racines 3-eme de 1'unité qui sont :
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. Vérification immédiate.
1 1 1
. 1l s’agit d’un systeme de Vandermonde !, associé a la matrice V(1,75,5%) = (1 j j?|. Comme 1,7, >
L

sont deux & deux distincts, alors V' (1, 5, j%) est inversible et donc (0,0, 0) est 'unique solution.

Partie II

. C’est de cours.
. Il est clair que la suite nulle est un élément de .%. Soit A € C et (up)nen, (vn)nen deux suites de #.On a:

Vn € N, Unts + AUpt3 = Up + Avp,.

Donc (un)nen + A(vn)nen € F et par conséquent .# est un sous-espace vectoriel de &
. Soit o, B,y € C tels que a(xp)nen + B(Yn)nen + 7(2n)neny = 0, donc

Vn €N, a+ 5" + 5% = 0.

La derniére question de la partie I montre que o = 3 = v = 0. Donc la { (z5)nen; (Un)nen, (2n)nen } est une
famille libre.

. On peut vérifier facilement que ’application ® est linéaire, de plus pour chaque (a, b, c) € C? il existe une
seule suite (uy, ),en Vérifiant la relation w43 = u,. Donc ® est un isomorphisme de .# dans C3. Comme C?
est de dimension finie, il est de méme de .% eton a:

dim(.#) = dim(C?) = 3.

. Les trois suites de la question 3 sont des éléments de .7 et forment une famille libre, donc elles constituent
une base de .%.

Partie II1

. Ontrouve det(A —rI) =1 — 1>,

. Sir e {1,5,5%}, det(A —rI) = 0 et donc rg(A — rI) < 3, C'est-a-dire les colonnes de A — rI ne sont pas
linéairement indépendantes.

. Onal, =Im(A—rl), doncsir € { 1,5, },1g(A — rI) < 3 et par conséquent dim(/,) < 2.
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1. On appelle déterminant de Vandermonde le déterminant suivant : det | 1 42 - G | Tlvaut: H (a; — a;).
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